2-1-Gyorsulé mozgasok egyenes mentén

.1) Mennyi id6 alatt és mekkora gyorsulassal tesz meg a kerékparos 60 m-t, 4116 helyzetbdl indulva és
egyenletesen gyorsulva, ha 6 m/s-os sebességet ér el? (20 s; 0,3 m/s?)

Ko6zépsebességes elmozdulas-képlet, majd a gyorsulas definicioja.

.2) Gépkocsi 90 km/h sebességrol 8 m/s? lassulassal fékez. Mennyi id6 alatt és mekkora fékuton all meg?
(3,125 s; 39,06 m)

A gyorsulés definicioja, majd valamelyik utképlet.

.3) Mekkora uton gyorsul a jarmti 54 km/h-rél 72 km/h-ra, ha gyorsulésa 2, 5 m/s?? (35 m)

A gyorsulés definicioja, majd valamelyik utképlet.

.4) Gépkocsi fékatja 72 km/h sebesség esetén 50 m. Mekkora a lassulas? (-4 m/s?)

Kozépsebességes elmozdulas-képlet, majd a gyorsulés definicioja; avagy: ...
Ha a mozgast idében megforditva tekintjiik, egyszerti egyenletrendszer adodik a gyorsuldsra és az idore.

.5) Elkeriilhet6-e az 0sszelitk6zés, ha egy 54 km/h sebességii jarmii eldtt 95 m tavolsagban forgalmi akadaly
bukkan fel, és a jarm{i 1,25 m/s? lassulassal fékezhet? Az akadély észlelése és a fékezés megkezdése kozott a
vezetd reakciodideje 1 s. (nem)

A megallasig megtett utat kell sszehasonlitani a 95 m-rel (avagy a 95 méteres tavolsagban meglévé sebességet a
0 m/s sebességgel). 105 m fékat adodik.

.6) Egyenes vonall palyan allandé gyorsulassal mozgé test sebessége 216 m Ut megtétele utan a kezdeti érték
Otszordsére nétt, mikdzben 120 s id6 telt el. Mekkora volt a kezddsebesség és a gyorsulas? (0,6 m/s; 0,02 m/s?)

Kodzépsebességes elmozdulas-képletbdl adodik a kezdésebesség.

.7) Egy focista 11-est rdg, a labda végig a flivon halad. Mekkora sebességgel kell elrignia a labdat az egyik
sarok felé, hogy a kapus ne érhesse el? A kapu 7, 3 m széles, a kapus reakciojahoz és a vetoddéshez sziikséges 1d6
0,55, a kdzegellenallast ugy vessziik figyelembe, hogy a labda egyenletesen lassulva, sebességének 5 %-at vesziti
el a kapuig. (85,6 km/h)

Az atlagsebesség a kezdbésebesség 97,5%-a. Ezzel teszi meg a labda a sarokig tartd utat, legfeljebb 0,5 s alatt.

.8) Egy 4ll6 vonat el6szor 4 percig gyorsult, a megszerzett sebességével 40 percig egyenletesen haladt, majd 2
perc alatt egyenletesen lassulva megallt. A 46 perc alatt 51,6 km utat tett meg. Rajzoljuk meg a v-t grafikont!
Mekkora volt sebessége az egyenletes haladaskor? Mekkorak voltak gyorsulasai? (20 m/s; 0,083 m/s?; -0,167
m/s?)

A v-t grafikon alatti teriilet trapéz, melynek teriilete a megtett Ut. A trapéz alapjai ismertek, magassaga
szamolhato.

.9) Egy gépkocsi egyenletesen, 40 km/h sebességgel halad el egy all6 masik kocsi mellett. Amikor 100 m-re jut
téle, a masik kocsi 1,2 m/s? gyorsulassal elindul.

o Mikor és mekkora titon éri el a masodik kocsi az els6t? (25,15 s, 379,4 m)

o Mekkora a mozgas soran kozottiik fellépd legnagyobb tavolsag, és ez mikor Iép fel? (151,4 m; 9,26 s)

o Atalajhoz rogzitett koordinata rendszerben, melynek origéja az allé kocsi helyén van, a helykoordinatak: s;=
d+vot illetve s,=1/2 at®. Ezek egyenlék lesznek a talalkozaskor. A masodfokd egyenlet teljes négyzetté valo
kiegészitéssel oldhaté meg.

o A tavolsag mindaddig n6 kozottiik, amig a hatso autd sebessége el nem éri az eldl haladoét.



.10) Nem nulla kezd6sebességii egyenletesen valtozd mozgas esetén milyen képlet adja meg a sebességnek az
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elmozdulastél val6 fuggését? (s =2 2:0)

A hely-id6 képletben szerepl t id6 helyére irjuk be a sebességképletbdl kifejezett t idot.

.11) Egyenletesen lassul6 mozgasu test sebessége s Uton harmadara csokken. Mekkora a megallasig még megtett
at? (s/8)

Otlet1: Alkalmazzuk a mozgas mindkét szakaszara az el6z6 feladat eredményét, avagy annak gondolatmenetét,
majd osszuk el ket egymassal.

Otlet2: Vegyilk filmre a mozgast a test megallasaig, majd a filmet forgassuk le forditva! Ekkor egy
kezddsebesség nélkiili gyorsulé mozgast latunk.

Ekkor s~t?, de t~v, igy s~v2. Emiatt harmadakkora végsebességhez kilenced akkora Ut tartozik, tehat az utak
aranya a két szakaszon 1: (9-1) = 1:8.

.12) Faba 500 m/s sebességgel beleldtt puskagolyd 3 cm mélyen hatolt a faba. Ugyanezzel a puskaval 1 cm,
vastag, ugyanilyen anyagu deszkat 16viink at. Mekkora sebességgel tavozik a 16vedek, és mennyi idot toltott a
deszkaban? (408 m/s; 2,20*10°5s)

Otlet1:

Az a kérdés, hogy az eredeti mozgas Utjanak els6 harmadat mekkora sebességgel fejezi be, azaz a visszafelé
lejatszott mozifilmen mekkora sebességet ér el az Ut kétharmadan, ha a végére 500 m/s-ot.

Mivel s~(t%)~Vv?, a 2/3-nyi Uthoz 2/3-adnyi V?, azaz v = \E 500? = 408% sebesséq tartozik.

Az 1d0t az atlagsebességgel szamithatjuk az Gtbol.

Otlet2:

irjuk fel az s= (v>-v,%)/(2a) képletet a teljes mozgasra, és a deszkaban toltétt szakaszokra is.
Vegyuk ezek hanyadosat, és felhasznalva s; és s, ismert értékeit.

Az id6t az atlagsebességgel szamithatjuk az Gtbol.

.13) Egyenes palyan allandé gyorsulassal mozgo test 10 m hosszi palyaszakaszt 1,06 s alatt, az ezt koveté 10 m
hosszU palyaszakaszt 2,2 s alatt futja be. Mekkora a gyorsulasa? (-3,00 m/s?)

A v, kezdésebesség és az a gyorsulas segitségével mindkét szakasz elején és végén felirhatd az aktualis sebesség.
A kozépsebességes elmozdulas-képletet felirva mindkét szakaszra, egyenletrendszer adddik a-ra és vo-ra.

.14) Egy repiilégép egyenletesen gyorsulva a felszallopalya feléig, a felszallashoz sziikséges sebesség 80 %-at
éri el. A péalya hanyad részénél éri el a felszallasi sebességet? (25/32=78,1%)

Az indulastél szamitott Gt a végén kialakult sebesség négyzetével aranyos.
A sebesség 0,8v-rdl v-re nd, igy az indulastél szamitott utak aranya 0,8%12,

.15) A 63 km/h sebességli személyautd akkor kezd fékezni, amikor az eldtte 36 km/h sebességii teherautot mar d
tavolsagra megkozelitette. Legaldbb mekkoranak kell lenni a d tdvolsagnak, hogy ne ltkdzzenek 6ssze? A
személykocsi gyorsulasa -1,5 m/s2. (18,75 m)

Otlet1:

A fékezést megkezdésének helyétl mérve a helykoordinatékat, mindkét kocsi hely-id6 fliggvénye konnyen
felirhato, kiilonbségiik a koztiik 1évé tavolsag idofiiggését adja.

Ez egy pozitiv féegyiitthatés masodfoku kifejezés, melynek minimuma (a mozgas soran kialakult legkisebb
tavolsag) teljes négyzetté alakitassal kaphaté meg. Ez a minimum d-18,5m lesz. Ennek kell pozitivnak maradnia.



Otlet2:

A hétso autd mindaddig kozeledik az els6hoz, amig sebessége nagyobb az el6l haladoénal. Ha sebessége mar
kisebb lesz, akkor tavolodni fognak egymastol.

Nem lesz Utk6zés, ha addig a pillanatig nem éri utol, amely pillanatban a sebessége megegyezik az eldl
haladdéval.

Ez 5 s mllva lesz. Eddig megtett Gtjaik segitségével adhatd meg a kezdetben sziikséges d tavolsag.

Otlet3:

Az el6l halad6 auto utasa hatranézve azt latja, hogy....

..... kezdetben téle d tAvolsagban van egy autd, amely kézeledik 7,5 m/s sebességgel és -1,5 m/s? gyorsulassal
fékez, de megallas utan ugyanezen gyorsulassal kezd tdvolodni, amig sebessége 10 m/s nem lesz. Addig nem
szabad Utkdznie, amig meg nem fordul.

.16) Egymas utén, azonos v, sebességgel, egymastol d kévetési tavolsagot tartva, halad két autd, melyek fékezési
lassulasanak a nagysaga is azonos (a pozitiv).

Az el6l halad6 hirtelen fékezni kezd. A hatsé ezt érzékelve, szintén fékez, de a fékezést a t, reakcidideje miatt
csak késSbb kezdi meg. (Adatok: Szaraz Gton jol tapadd gumival a=7,5 m/s? koriili, vizes Gton ennek fele.

A t, reakcioid6 hossza (az akadaly észlelése, dontés, reagalas, fékberendezés miikodésbe 1épése) egyénenként és
auténként mas és mas, de 0,5 s és 2 s kdzotti érték altalaban.

Egy aut6 hossza 4-5 m korali.)

o Rajzoljuk meg a két autd sebesség-ido diagramjat kozos koordinata rendszerben.

o Milyen gsszefliggésnek kell lennie a fent emlitett mennyiségeknek, hogy ne ttkdzzenek 6ssze? (d> voto)

o *Kaptam egy jotanacsot egy jo baratomtol: ,,Mindig tarts annyi kocsihossznyi kdvetési tavolsagot, amennyi a
km/h-ban mért sebességed 10-ed része.” Megfogadjam-e ezt a tanacsot? (lgen, ha nem vagyok az atlagosnal
nagyobb reakcioidejii.)

Vizsgaljuk az autok relativ mozgasat, az elol halad6 autd hatranézd utasénak szemszogébol!
A fékezés kezdetéig a hatul halad6 auto allni latszik. Az elsé auto
fékezésének kezdetétdl t, idétartamon at a hatsé auto d tavolsagrél indulva, vy
kozeledni latszik, a gyorsulassal. Ezalatt a tavolsaguk csokken, 1/2at,-tel.
A masodik szakaszban, amikor mindketten fékeznek (t,<t<v./a), egymashoz
képest nem gyorsulnak, igy relativ sebességiik allando, mégpedig az elsé T
szakaszban megszerzett at,. Emiatt a tdvolsagcsokkenés a 2. szakaszban — atte
ato*(Vola-to).
A harmadik szakaszban az els6 auté mar all, hozza képest a mésodik autd at, sebességrol, t, id6 alatt allora lassul
a lassuléssal. Ekkor a tavolsagcsokkenés (ato+0)/2*to.

A teljes tavolsagcsokkenés dsszesen voto lesz, fliggetlenil a gyorsulas nagyséagatol!
Hat persze! A kett6jiik utjanak kiilonbsége, amivel a kezdeti tavolsag csokken, a két grafikon altal kdzrezart
paralelogramma terilete vot, (Magassag Vo, alap to).
Legalabb ekkorénak kellet lennie az eredeti kdvetési tAvolsagnak.

Ha V jeldli a sebességemet km/h-ban, akkor a sziikséges kovetési tavolsag a fentiek szerint: d= V/3,6*t,,
méter, mig a baratom tanacsa szerint D=V/10*4,5 méter (atlagos autéhosszal szamolva).
D/d= 1,62 secundum/t,. Ha tehat az atlagosnal nem nagyobb a reakcididém, akkor érdemes a baratom tanacsat
megfogadni, mert az legalabb akkora mint ami sziikséges.

.17) Az abran egymas alatt harom grafikonpart latsz, melyek koziil azonban csak egy par helyes. Melyik miért
nem helyes? (2. j6)
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Az azonos sebességgrafikonok adott pontbeli érintdinek meredekségei az adott pontbeli gyorsulast adjak.
0,2 s-nal a sebesség maximalis, itt az érintd meredeksége 0.
0-0,1 s kozotti intervallumban a sebesség linearishoz hasonld. Ennek meredeksége becsiilhetd.

.18) Egy mozgas olyan, hogy a test Utjét az s = 5m/s>*t* képlet adja meg.
a) Mekkora utat tett meg 3 s alatt? (135 m)
b) Mekkora a test sebessége és gyorsulasa t= 3s-kor? (90 m/s?; 135 m)

a) s(3s)=...

s(t)-s(t,) _ Sa(t®-t3)
t-t,  t—t,

hatérértéke adja a t,-beli pillanatnyi sebességet: v(t,) = lim 55 (t% + tt, + t3) = 1555 . Tehéta

b) At kis kdrnyezetében szamitott atlagsebesség

= 5g(t2 + tt, + t2). Ennek to-beli

sebességképlet: v(t)=15m/s>*t3,

c) Hasonloan, a t, —beli pillanatnyi gyorsulas az atlagsebesség hatarértéke t,-ban, azaz:
152 (t2 2

a(t,) = lim # =lim15 g (t+t,) =30 gto, tehat a gyorsulasképlet: a(t)=30m/s**t.

t—t, t—to t-t,

Fi’lgg(’ileges hajités (Legyen most g=9,81 m/s?)

.19) A lift egyenletesen emelkedik 2 m/s sebességgel. A benne tartozkodd ember leejt egy kulcscsomot, mely az
ejtés pillanataban 1 m-re van a padl6tél. Mikor koppanik a kulcs a padlon? Mennyi ideig esne, ha a lift allna?
(0,452 s)

Otlet1:

Ha a lift padlojanak ejtéskori magassagaban a talajhoz képest alld rendszerbél nézziik a mozgasokat, akkor a
hely-idé fiiggvények felirhatoak. Mindkettében szerepelni fog a lift kezddsebessége s1(t)=1m+vot-1/2gt? illetve:
Sa(t)=Vvot. Ezek kilonbsége adja a tavolsag idéfiiggését, ami 0 lesz a koppanaskor.

Otlet2:
Ha a lift padl6jadhoz rogzitjik a koordinata-rendszert, akkor szabadesésrdl van sz6 1 m magassagbol. Ennek
relativ gyorsulasuk szintén g, hiszen a lift a talajhoz kepest nem gyorsul.

.20) Egy lift 14,7 m/s sebességgel siillyed. Abban a pillanatban, amikor mellettiink elhalad, a liftaknaba ejtiink
egy kovet.

o Mikor és hol lesz egyenl? a lift és a k6 sebessége? (1,50 s; 22,0 m; 11,0 m)

o Mikor és hol taldlkozik a k6 a lifttel; (3,00 s; 44,1 m)



o A k6 szabadeséssel éri el a lift sebességet.
o A hely-ido figgvények egyenldk lesznek.

.21) Egy targyat fiigg6legesen felfelé, 12 m/s sebességgel, egy masikat ugyanakkor fiiggélegesen lefelé, 8 m/s
sebességgel hajitunk el. Mennyi id6 mulva lesznek egymastol 200 m-re? (10 s)

Otletl:
Az eldobés helyéhez rogzitett koordinata-rendszerben a hely-idé fiiggvények egyenlévé valnak.
A, g7 kiesik az egyenletbol!!

Otlet2:
Az elhajitasok pillanataban ejtsik el a koordinatarendszert is!
E rendszerben mindkét mozgas egyenletes, relativ sebességik allando,

.22) Egy kovet 50 m/s sebességgel fliggélegesen felfelé hajitunk 10 magasrdl. Hol van a ké 7 s mulva, mekkora
utat tesz meg ezalatt és mekkora a sebessége? (120 m,; 135 m; -18,7 m/s)

A hely-id6 és a sebességképletekbe helyettesitlink.

ut: Mivel a sebesség mar negativ, a hajitas visszatérdé agban van. Ki kell szamolni a tetGpont magassagat (amikor
a sebesség 0-va valik). Az ut a tetGpontig, és onnan a jelenlegi helykoordinataig tart.

.23) Ablakbdl kavicsot ejtiink, majd 1 s milva egy masikat lefelé dobunk 20 m/s sebességgel. A két ko
egyszerre éri el a talajt. Milyen magasrél inditottuk a kdveket? (10,76 m)

Az eldobas helyéhez rogzitett koordinata-rendszerben a hely-idé fiiggvények egyenlévé valnak: si(t)=1/2gt?,
illetve sp(t)=vo(t-15)+1/2g(t-1s)%

.24) Két kovet fliggblegesen felfelé dobunk ugyanabbol a pontbdl 3 s id6késéssel, 50 m/s és 40 m/s-0s
sebességekkel. Mikor és hol talalkoznak? Eséskor vagy emelkedéskor talalkoznak? (8,45 s; 72,34 m)

Kevesebb dtlet, tobb matek:

Az eldobas helyéhez rogzitett koordinata-rendszerben a hely-idé fiiggvények egyenlévé valnak: si(t)=voit-1/2gt?,
illetve sp(t)=Voo(t-3s)+1/2g(t-3s)%

A sebességek el6jele mutatja meg, hogy felszall6 vagy leszall6 dgban van a talalkozas.

Tobb otlet, kevesebb matek:

A masodik test eldobasakor az elsé test mar 105,9 m magasan, 20,57 m/s sebességgel halad felfelé.

Ekkor ejtsuk el a koordinata-rendszert! Ebben a két mozgas egyenletes lesz, és a tavolsagukat az alland6 19,43
m/s-os relativ sebességlikkel tovabbi 5,45 s alatt fogyasztjak el.

Ekkor vy,*5,45 s-mal vannak az szabadon es6 koordinata rendszer origdja folott.

Az els6 k.-rendszerhez képesti sebességek eldjele mutatja meg, hogy felszallo vagy leszall6 agban van a
talalkozas.

.25) Kiitba ejtett k& csobbanasat 7,70 s malva halljuk. A hang sebessége 340 m/s. Milyen mély a kit? (240 m)

Harom egyenlet alkot egy egyenletrendszert: h=1/2 gti?, h= cty, és t1+1,=7,7s. , melyet ty, t,, h ismeretlenekre kell
megoldani. (A teljes négyzetté kiegészitéssel kikeriilheté a masodfokt egyenlet megoldoképlete.)

.26) 100 m/s sebességgel fiiggdlegesen felldtt robbanod 16vedék robbanasanak hangjat a fellovéstdl szamitott 3,69
s malva halljuk. Milyen magasan robbant a 16vedék? A hangsebesség 320 m/s. (249 m)

Harom egyenlet alkot egy egyenletrendszert: h=vot;-1/2 gti%, h= cty, és t;+t,=3,69s. , melyet t;, t, h

ismeretlenekre kell megoldani. (A teljes négyzetté kiegészitéssel kikeriilheté a masodfokd egyenlet
megoldoképlete.)

27)



o Fiigg6legesen felfelé hajitott targynak 303,4 m magasan 21,14 m/s sebessége van. Mennyi az id6 és a
kezdGsebesség? (6,00 s, 80,0 m/s)
o Hatarozzuk meg a v, kezddsebességgel fiiggdlegesen feldobott targy sebességét h magassagban. (v>=v,>-2gh)

Otlet1: Két egyenlet alkot egy egyenletrendszert: h=v,t-1/2 gt? és v=vo-gt, melyet t-re és vo-ra kell megoldani. Bar
a sebesség lehet + vagy — 21,14 m/s is, ennek el6jelét6l nem fog fiiggni a magassag!

Otlet2: Hasznaljuk fel a gyorsuld mozgasnal megismert, altalanosan hasznalhat6 dsszefiiggést a kezdé és
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végsebesség, illetve az elmozdulas kozott: (s = T") ahol most a=-g.

.28) Egy 7,50 m hossz(i zsineg egyik végére, és ettél a végétdl 3,00 m-re egy-egy kovet erdsitiink. A zsineg
masik véget megfogva, majd elengedve, a kdveket egy hidrol a folyoba ejtjuk (a fonalat elengedé keziink a hid
»padlo”javal van egymagassagban). A két csobbanés kozott 0,150 s id6t mérunk. A kdzegellenallastol
eltekinttink. Milyen magasan van a hid a viz felett? (26,4 m)

Otlet1: Ha h jeloli az also test és a viz tavolsagat kezdetben, t pedig az also test esési idejét, akkor két egyenletbdl
egyenletrendszer adodik: h=1/2 gt? és h+3m =1/2 g(t+0,15s)?.

Otlet2: Ha v jel6li az also test becsapodaskori sebességét, akkor a felsd test egyenletesen gyorsulva, v és v+gAt
kezdeti és vegsebesseg mellett, At=0,15 s alatt tesz meg 3 métert. A kdzépsebességes elmozdulasképletbdl adodik
a v értéke. Ebbol szamolhatd az also test esésének magassaga.

.29) A 120 m magasrol eso test utjat osszuk fel harom olyan szakaszra, melyeket a test azonos id6k alatt tesz
meg. (13,33 m, 40,00 m, 66,67 m)

Ha a kezdettdl inditott, t/3, 2t/3, t ideig tartd mozgasokat tekintjiik, akkor ezek id6tartamainak aranya 1:2:3, ezért
a kezdettél megtett Gtjaik aranya s~t* miatt: 1:4:9, amibél az egyes szakaszok aranya: 1: (4-1) : (9-4) =1:3:5.

30)

o Bizonyitsuk be Galilei 1683-ban megfogalmazott allitasat: ,,A nyugalmi helyzetb6l indul6 szabadon esé test
altal egyenl6 1dokozok alatt megtett tdvolsagok ugy aranylanak egymashoz, mint a paratlan szamok 1-t61
kezdédden.” (A fenti llitas barmely egyenletesen gyorsuld mozgasra is igaz.)

o A nyugalmi helyzetbél induld, egyenletesen gyorsul6 test esetén hogyan aranylanak egymashoz azok az
id6tartamok, amelyek az egyenl6 utak megtételéhez sziikségesek? (1: 0,318 : 0,268 : 0,236 : 0,213)

o Ha a kezdettdl inditott mozgasokat tekintjiik, akkor ezek iddtartamainak ardnya 1:2:3, ezért a kezdettdl
megtett Utjaik aranya s~t*> miatt: 1:4:9.

Ezért az egyes szakaszok ardnya a szomszédos négyzetszamok kodzotti kiilonbségek aranyaval egyenlo:

1: (4-1): (9-4) : ....: [n*(n-1)?] : ... =1:3:5: ... :(2n-1): ...

o Hasonloan, a kezdett6l induld, az egyes szakaszok végeig tekintett mozgasok utjainak aranya 1:2:3: ..., ezért a
hozzajuk sziikséges id6k aranya: v1:v/2:/3: ...
fgy az egyes szakaszokon eltoltott idék aranya: (\/7 — \/T): (\/§ — \/7): (\/Z - \/§): o (\/E —Vk — 1):

.31) Léggémb allandé 4 m/s sebességgel siillyed, amikor kiejtenek egy bombat. Ettél a pillanattol kezdve a
Iéggbmb 12 m/s sebességgel emelkedik. A bomba foldetéréskor felrobban, ennek hangjat az elejtést6l szamitva
6,90 s malva halljak. A hang terjedési sebessége 320 m/s. Milyen magassagban voltak a kiejtéskor? (203 m)

Jel6lje t a kiejtéstol a bomba foldet éréséig eltelt idét. A foldetérés pillanataban a tavolsaguk ezzel felirhato.
A mésodik szakaszban ezt a tAvolsag csokken le a hang és a léggdmb kdzotti relativ sebességgel, mikdzben (6,9s
—t) 1d6 telik el. Az egyenlet masodfoku lesz.



Vizszintes hajités (Legyen most g=9,81 m/s?)

.32) 12,8 m magassagbol 5 m/s sebességgel vizszintesen testet hajitunk el. Az elhajitas helyétol mekkora
vizszintes tavolsagra, mekkora sebességgel és a talajhoz viszonyitva mekkora sz6g alatt csapodik a test a foldbe?
(8,08 m, 16,6 m/s, 72,5°

A magassagbol az esési id6t, ebbdl pedig a becsapddaskori fiiggbleges sebeségkomponenst kapjuk.
A két sebességkomponens vektorként adédik 6ssze.

.33) 1 m magasrol mekkora kezddsebességgel kell vizszintesen elhajitani egy targyat, hogy az 8 m/s sebességgel
érjen foldet? (6,66 m/s)

A magassagbol az esési id6t, ebbdl pedig a becsapodaskori fliggdleges sebességkomponenst kapjuk.
Ebbdl adodik a vizszintes sebességkomponens.

.34) A 200 m magasan 180 km/h sebességgel haladé repiil6géprol a cél el6tt milyen magassagban kell kiejteni a
segélycsomagot, ahhoz, hogy célba érhessen? Mekkora lesz sebessége a foldetéréskor? A kozegellenallastol
tekintstink el! (319 m, 80,2 m/s)

A magassagbol adodik az esési idot.
Ebbdl pedig egyrészt a becsapodaskori fliggdleges sebességkomponens, masrészt a vizszintes elmozdulas
kaphaté.

.35) Vezessik le a vizszintes hajitas palyajanak egyenletét, azaz hatarozzuk meg a h magassagu, Vo
kezdGsebességii hajitas palyajan 1év6 pontok x €s y koordinatainak dsszefliggését! A koordinata rendszer legyen a

talajon, a fiigg6leges tengely mutasson felfelé. Milyen gorbe a pélya alakja? (y = — 2‘%762 + h) (parabola)
Az id6tél fiiggd helykoordinata-képleteket felirjuk: x(t)=vot illetve y(t)=h-1/2gt?, majd kiejtjik a t idot.

.36) Adva van egy 3 m magas fliggéleges kar6. Honnan és milyen magasrol kell inditani a 9,8 m/s sebességii
vizszintes hajitast, hogy az elhajitott test a karo tetejét érintve, a karé aljatol 4 m tavolsagra essen a foldre?
(x=5,36 m a karotol, h=4,46 m magasrol)

Otlet1:
Hasznaljuk a palya egyenletét! A koordinata rendszer origdja a talajon, a hajitas helye alatt.
A Kkar0 teteje és a talajra esés helye rajta van a palyan.

Otlet2:

Az adott kezdOsebesség €s a vizszintesen megtett 4 m megadja, mennyi At ido telik el a karo érintése és a talajra
esés kozott.

A teljes esés utolso At idétartamaban 3 métert tesz meg: 3m= 1/2gt>-1/2g(t-At)>. Ebbél adédik a teljes esési ido.

.37) Adva van egy 73,5 m magas, és téle 40 m tavolsagra egy 34,3 m magas fliggbleges kard. Honnan, milyen
magasrol és mekkora kezd6sebességgel kell inditani a vizszintes hajitast, hogy az elhajitott test a két karo tetejét
érintve, a masodik karo aljatol 20 m tavolséagra essen a foldre? (x=20,0 m az elsé karotol, h=78,4 m, v=20,0
m/s)

Otlet1:

A koordinata rendszer az elhajlitas helye ala, a talajra helyezve, hasznéljuk a palya egyenletét!
A karok teteje és a talajra eses helye rajta van a palyan.

Egyik egyenletet a masik kettdbdl kivonva, a kapott egyenleteket osszuk el egymassal.

Otlet2:

A mozgas 2. és 3. szakaszaban vizszintesen megtett 40 m és 20 m tavolsagok aranya adja az itt eltoltott idok
aranyat. Legyen a harmadik szakasz ideje t, a foldre érkezéskor a fiigg6leges sebességkomponens v. Ekkor a
maésodik kard tetején v-gt, az elsé kard tetejénél v-3gt a sebesség fiiggblegesen.



Felirva a kbzépsebesseges elmozdulas-képletet a 2. és 3. szakasz fliggbleges mozgasara, egyenletrendszer adodik
v-re €s t-re.
Célszerli egymassal elosztani dket.

Ferde hajités (Legyen most g=9,81 m/s?)

.38) Egy testet 25 m/s sebességgel, 60 fokos szdgben ferdén elhajitunk.
o Mennyi az emelkedési és a repiilési id6? (2,207 s; 4,414 5)

o Hol van a palya tet6pontja? (23,89 m; 27,59 m)

o Hol esik le? (55,18 m)

o Mekkora sebességgel és mekkora szogben csapddik a talajba? (25,00 m/s, 60,00°)

A koordinata rendszer orig6ja az elhajitas helyén, y tengely felfelé.

Bontsuk fel a kezdésebességet: Vox= VoCOScr, Voy= VoSiNe.

Vizszintes irdnyba egyenletes mozgas, fiiggéleges iranyba hajitas zajlik:

vx(t)= vocosa=allandd,  vy(t)= vesina—gt X(t)= vocosa# y(t)= VoSina#—1/2gt>

Akkor van a tetéponton amikor a fiigg6leges sebesség 0, igy az emelkedési id6: tem=VoSina/g. A repulési id6
ennek dupldja.

A sebesség minden pillanatban a két mer6leges komponens Gsszege.

.39) A gravitéacids gyorsulés értéke a Holdon a féldi érték hatoda. Hanyszor magasabbra és hanyszor messzebbre
szall az azonos sebességgel és azonos szégben elhajitott test a Holdon mint a Féldén? Hanyszor annyi ideig
repul? (hatszor)

Az emelkedési id6 hatdrozza meg az dsszes valaszt.

.40) Milyen tavolsagot ér el a sulyloko, ha a golyot a talajszint folott 2,3 m magassagbol, 45 fokos szog alatt, 14
m/s kezdésebességgel 10ki el? (22,06 m)

Addig repul, amig fiiggbleges elmozdulésa -2,3 m nem lesz. A masodfoku egyenletbdl (teljes négyzetteé
alakitassal vagy a megoldoképlettel) a repiilési id6 adodik.
Ezalatt vizszintesen egyenletesen halad.

41) *Vezessiik le a ferde hajitas palyajénak egyenletét, azaz hatarozzuk meg az a szogii, vo kezdésebességii
ferde hajitas palyajan 1évé pontok X és y koordinatainak dsszefuggéset! Milyen gorbe a palya alakja?
(parabola: y = ho+ (tga@)*x—g/(2ve’cos’a)*x?)

Az X(t)= VoCosa# dsszefiiggésbol a t idot kifejezziik és az y(t)=ho+ Vosina#t—1/29t* Gsszefiiggéshe helyettesitjik:

42) *Milyen sebesség sziikséges a 18 m-es tavolsag eléréséhez, ha a sulylokd a golyot a talajszint folott 2 m
magassagbol, 45 fokos szdg alatt, 16ki el? (12,61 m/s)

Otlet1:

A kezd6ésebességet Vo-lal jelolve, az emelkedési id6 és az emelkedési magassag konnyen kifejezheté vele. Innen
szabadesést elképzelve, az esési magassagbol az esési id6 fejezhet6 ki Vo-lal.

A két 1d6 Osszege alatt vizszintesen 18 m-t halad. Ez adja az egyenletet vo-ra.

Az egyenlet ijesztének tiing, gyokos egyenlet lesz. A gydkaos tagot egyedil hagyva egyik oldalon, emeljink
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négyzetre. Szép eredmeény adodik: v, = x, ™

Otlet2:

Mivel az idébeli lefolyas most nem fontos, keressiink kapcsolatot a mozgas kdzben elfoglalt térbeli pontok X €sy
koordinatai kozott (palya egyenlete):

Az X(t)= VoCosa# dsszefiiggésbol a t idot kifejezziik és az y(t)=ho+ Vosina#—1/29t* 6sszefiiggéshe helyettesitjiik:
y = ho+ (tge)*x—g/(2v,°cos? o) *x°.

Ennek illeszkednie kell az x=18 m, y= 0 m koordinataju pontra. Az egyenletbdl v, adddik.



.43) 30 fokos szogl ferde hajitas tavolsaga 100 m. Mekkora a kezddsebesség és az emelkedés magassaga?
(33,66 m/s, 14,43 m)

Otletl:

Az emelkedési id6 a Vo kezdGsebességtol tem=VoSina/g modon fligg. A tavolsag pedig Xmax=VoCOSa&*2tem. EbbAI
adodik vo.

Az maximalis magasag hmax=1/20t%m (a masodik szakaszban az esési id6 ugyanennyi, és szabadesés torténik).

Otlet2:
Hasznaljuk a palya-egyenletet: x =100 m, y =0 m.

44) 60 fokos szogii ferde hajitas emelkedés magassaga 50 m. Mekkora a kezdésebesség és a hajités tavolséga?
(36,17 m/s; 115,47 m)

A hnax=1/2gt%m-b61 az emelkedési id6, abbol pedig a kezddsebesség fiiggbleges komponense adodik.
Az ismert sz6g miatt a vizszintes sebességkomponens is szamolhaté.

.45) Milyen szogben kell elhajitani egy testet, hogy ugyanolyan magasra emelkedjék, mint amilyen tavol leesik?
(75,96°)

A feltétel szerint voC0Sa*2tem =1/2gt%m . Ezen Kivill ten=VoSina/g . Az utdbbit az elébbibe helyettesitve, o adddik.

.46) 25 m/s kezdésebességgel a lehetd legmesszebb szeretnénk dobni. Mekkora legyen a hajitas szége? Mekkora
lesz ez a tavolsag? (45°; 63,71 m)

Xmax=VoCOS*2tem =1/2gt%m . Ezen Kivill ten=VoSina/g . Az utdbbit az elébbibe helyettesitve, a -nak
trigonometrikus fuggvénye adodik.

A maximum keresésekor hasznalhatjuk az ismert 2sina#Cosa = sin2 @ azonossagot, ...

....avagy a hegyesszdgek derékszogii haromszdgben definidlt szogfiiggvényeit: 2sina*cosa=2*a/c*b/c= 2ab/c*=
2cm/c?=2m/c. (a derékszogli haromszog oldalai, teriilete és atfogohoz tartozé magassagai: a,b,c,t,m. Thalesz-
tétel)

A sin2a avagy a 2m/c maximumai konnyen lathatoak.

AT) 25 m/s kezdésebességgel 40 m tavolra szeretnénk dobni. Mekkora legyen a hajitas szoge? (19,45 ; 70,55°)

Otletl:

Xmax=VoCOS&*2tem ,ahol tem=VoSina/g . Az utdbbit az elébbibe helyettesitve, a -nak trigonometrikus fuggveénye
adodik, mely tartalmazza 2sina#cosa -et is.

[Hasznélhatjuk az ismert 2sina*cosa = sin2« azonossagot, ...

....avagy a hegyesszogek derékszogii haromszogben definialt szogfiiggvényeit: 2sina*cosa=2*a/c*b/c= 2ab/c® =
2ab/(a’+b?). Ez utdbbi értéke adodik az adatokbol, igy (a/b+b/a) értéke szamolhatd. Uj ismeretlent vezessiink be
a/b-re, amire az egyenlet masodfokd, értéke pedig tgo..]

Otlet2:
Hasznaljuk a pélya egyenletét! 0,3139= sina*cos« adddik. Megoldasat Id. fent.

48) 80 m/s kezddsebességgel elhajitott test 40 m magasra emelkedett. Mekkora volt a hajitas szoge és
tavolsaga? (20,50°; 427,98 m)

A magassagbol az emelkedési id6, abbol pedig a fliggdleges kezddsebesség adodik.
Ezutan a vizszintes kezdOsebesség, majd a hajitas tdvolsaga szamolhato.

.49) Hogyan kell egy testet elhajitani, hogy 5 s malva 50 m tavolsagban essen le? (v*cosa=10 m/s)

Vizszintesen a mozgas egyenletes.



.50) Milyen magasra lehet 16ni azzal a puskaval, mellyel vizszintes terepen legfeljebb 1000 m tavolsagra
16hetiink? (500 m)

Ferde hajitaskor a maximalis tavolsag (45°-0s szog esetén adddik): vo%/g, mig fiiggbleges hajitaskor vo?/(2g).

.51) *30 fokos szdg alatt hajitva el kell talélni egy célpontot, mely 40 m vizszintes tavolsagban és 15 m
magassagban van. Mekkora legyen a kezddsebesség? (35,96 m/s)

Hasznaljuk a palya-egyenletet : 15m = (tga)*(40m)— g/(2vo*cos?a)*(40m)? és o= 30°.

.52) *25 m/s-os kezdésebességgel el kell talalni egy célpontot, mely 40 m vizszintes tavolsagban és 15 m
magassagban van. Mekkora legyen a hajitas szoge? (65,34°; 45,22°)

Hasznaljuk a palya-egyenletet : 15m = (tga)*(40m)—g/(2vo*cos?a)*(40m)? és o= 25 m/s.
Hasznalni kell a megoldashoz az 1/cos?a=1+tg?a Osszefiiggést is.

.53) *E| kell talalni egy célpontot, mely 40 m vizszintes tavolsagban és 15 m magassagban van. Ugy szeretnénk
eltalalni, hogy a test a palya tetején talalja el a célt. Mekkora legyen a kezdésebesség és a sz6g? (36,87°; 28,59
m/s)

A palya tetejének koordinatainak fiiggése a kezddfeltételektél: x““=vy*2sinacosal(24), €s y“=v,’sin’al(2g).
Ezek egyenletrendszerébdl o €s v adodik. El9szor célszerii elosztani 6ket egymassal.

.54) 25 m/s-0s kezdGsebességgel, 60 fokos szog alatt fell6tt 10vedék palyajanak tetépontjan két darabra robban
szét. A nagyobbat a robbanas fiigg6legesen felfelé dobja 4 m/s, a kisebbet fliggélegesen lefelé, 8 m/s sebességgel,
mikozben a vizszintes sebességeik nem valtoznak. Mikor és hol ér foldet a két 16vedék? (a fellovéstél szamitva:
kisebb: 3,744 s, 46,80 m-re; nagyobb: 4,859 s, 60,74 m)

A robbanas t;= 2,062 s mulva, 23,89 m magasan torténik. Innent6l két ujabb ferde hajitas indul, ebbél a
magassaghol.

.55) 60 fokos szog alatt, kiilonb6z6 kezd6sebességek esetén inditott hajitasok tetépontjainak mi a mértani helye?
(egyenes az origdn at: y=x/2tgo)

X“O=Vou*tem €S Y“=Voy/2*ten Osztassal ejtsiik ki a kezddsebességet!

.56) ***[\/] Egy 20° hajlasszogii lejton felfelé hajitunk egy testet 25 m/s kezd6sebességgel. Mekkora szog
esetén lesz maximalis a lejtén mért hajitasi tavolsag? (55°)

A lejtére esés helyének (X;y) koordinataja egyfeldl a lejtén van, masfeldl a hajitas palyajan.
A lejté miatt y= tg20° dsszefliggést a a palya egyenletébe helyettesitjik.

. sz . Sy - . . 142 2
Az &talakitasok soran hasznalni kell a sin(2 o) = 2sin - cos o, a cos? oc = 2F2052)

ésasin(x —p) =
sina - csosff — cosa - sinf3 0sszefuggéseket.

Az adddik, hogy a hajitas iranyat a fiiggbleges és a lejté lapjanak szogfelezbje adja meg!

.57) Egy vadasz puskajénak csévét éppen egy faagon iilé macskara iranyitotta (a puska csdvének egyenese
atmegy a macskan). A I6vés pillanatdban, amikor a I6vedék elhagyja a csdvet, a macska alatt letorik az &g és
szabadeséssel esik lefelé. Eltalalja-e a vadasz a macskat? (sajnos)

Otlet1: A mozgast nem csak derékszOgii, hanem ferdeszdgii koordinita-rendszerbél is vizsgalhatjuk. Az x tengely
legyen a cs6 irdnya, az y tengely pedig fiigg6leges.

Ebben a rendszerben a golyo egyidejiileg egyenletes mozgast végez X iranyba, mikdzben szabadon esik y iranyba.
A macska szabadon esik y iranyba.

Otlet2: Ha a koordinata rendszert a 16vés pillanataban elejtjiik (hagyjuk szabadon esni), akkor ebben a golyé a
macskan dtmend egyenes mentén egyenletes mozgast végez, mikdzben a macska all.



LEjt6 (Legyen most g=9,81 m/s?)

.58) Egy 30 fokos hajlasszogi, surlodasmentes lejton felfelé inditunk egy 8 m/s sebességii testet. Mikor és
mekkora Ut megtétele utan érkezik vissza? (3,262 s, 13,15 m)

A lejtén a gyorsulasvektor lefelé mutat és gsina nagysagu.
A sebesség 8m/s-rél -8m/s-ra valtozik.

.59) Tekintsik a Budapest-Baja tavolsagot egy surlodasmentes lejtének. Mekkora sebességgel és mennyi id6
alatt jonne le rajta egy test, ha a két varos tengerszint feletti magassaganak kulénbsége 10 m, és a két varos
tavolsaga 180 km? (50,4 km/h, 7,14 h)

El6bb a lejtd szoge, abbdl a gyorsulas szamolhato.

.60) Egy 3 m hosszii lejtén 2 m/s lett a végsebesség. Mekkora a hajlésszoge és magassaga? (3,90°, 0,204 m)

Egyenletesen gyorsulé mozgas, gyorsulasa szamolhato.
Ebbdl pedig a hajlasszog.

.61) *Egy pontbol kiinduld, kiilonb6z6 hajlasszogl lejtékon egyszerre inditunk el testeket. Mi azon pontok
mértani helye, ahol...

a) ... atargyak sebessége azonos? (vVizszintes egyenes)

b) ... atargyak az inditas utan egy kivalasztott pillanatban tartdzkodnak? (a szabadesés Utja, mint &tméré folé
rajzot félkor)

a) Legyen a lejtdn s Ut utan a sebesség v. Ekkor v=at, és s=1/2at” miatt v’= 2as. Amde a=g*sing, igy a test
mélysége az elengedés helyétdl szamitva: h=s*sina=v?/(2g)= allandd. Ez éppen a szabadon esd test mélysége.

b) Otletl:

A test itja a lejtén: I(a)=1/2at?,= 1/2g*sina*t?>= 1/2gt**sine, tehat a szabadon eso test ttjanak Sina— szorosa.
Rajzoljuk meg az O pontbodl induld lejtén mozgd T test és az ugyanonnan induld szabadon esé M test palyait, és
allitsunk merdlegest M pontbodl a lejtore, ennek talppontja legyen T°. OM=1/2gt?, OT= 1/2gt**sinc .

De az OMT szog a lejtd szogével egyenld, merdleges szara hegyesszogek. igy OMT’ haromszogbél
OT’=OM*sino.. igy OT=0T", azaz T éppen a derékszog csucsa. igy Thalesz tételének megforditasa szerint az
OM folé irt Thalesz koron van. Nyilvan e kér minden pontja megkaphaté egy-egy test helyeként alkalmasan
vélasztott « esetén.

Ahogy az i1d6 telik, e Thalesz-kor egyre nagyobb lesz, legalso pontjat a szabadon es6 test jeldli ki.

Otlet2:

A test gyorsulasa a=g*sine, Utja |=1/2at? vizszintes elmozdulasa x=I1*cosa=1/29t> *sina cosa = 1/4gt’sin2a.,
fliggbleges elmozdulasa: y= I*sina= 1/29t* *sin’a = 1/4gt*(1-cos2a) .

Kiejtve a szOget, x és y ko6zott olyan masodfoka egyenlet adodik, ami kor egyenlete. Ebbdl a sugara és a
kdzéppontja leolvashato.

.62) *Adott egy ferde sik és felette egy pont. Merre vezet az a lejtd, melyiken a pontbol a ferde sikra a
legrovidebb idd alatt lehet lecsuszni? (oda vezet, ahol az a kor érinti a sikot, amelynek az adott pont a
legmagasabb pontja.)

Otlet1:

Az el6z6 feladat tanulsaga, hogy adott idépontban a lehetséges lejtékon tartdzkodod testek kort alkotnak, melynek
sugara az idének szigorian monoton névé fliggvénye.

Azt a pillanatot keressiik, amikor ez a kor éppen eléri (érinti) a lejtot.

A lejtére merdleges korsugar a fliggdlegeshez « szog alatt hajlik, ezért a lejtd (a derékszdgii haromszogben 1évo
két egyenlészart haromszog miatt) /2 szdg alatt hajlik a fiiggélegeshez.

Otlet2:



Jelolje az eredeti lejto szOgét a vizszintessel ¢, a keresett legrovidebb ideji lejtonek a fiiggdlegessel bezart szogét
¢., €s legyen a pont d tavolsagra a lejté lapjatol.

Ekkor a lejté hossza 1=d/(cos(a—d), a gyorsulas rajta a= gcos¢g. Az id6 négyzete |=1/2at>-bol: t? =
2d

gcospcos(x—@)’

Ez akkor minimalis, ha cosg*cos(a—¢) maximalis. Ez étalakl’thaté:COS["’J’(“—"’)];COS["’"(“""’)] -

%{cos o +cos(2¢p—x)}. Ennek maximuma o= 2¢ esetén van.



